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Fonctions caractéristiques constantes 
R A D U I . T E O D O R E S C U 
1. Dans l'étude d'une contraction complètement non-unitaire (c.n.u.) 
sur un espace de Hilbert séparable, il est important de connaître la fonction caracté-
ristique, c'est-à-dire la fonction analytique contractive {X)r, 0T(X)} où S r = 
= (I-T*T)112, DTt=(/— TT*)1'2 sont les opérateurs de défaut, £ T = ¿ V 5 , T>Tt = 
=Dj* p sont les sous-espaces de défaut et 0T(A) est donnée par 
0T(X) = [-T+X'£>t,(J-AT*)-îDt]\'£t (|A| < 1). 
Pour les concepts et notations employées dans cette Note cf. [3] ch. VI—VII. 
Dans la présente Note on caractérise les contractions dont la fonction caractéris-
tiqu est constante, en obtenant ainsi des indications supplémentaires concernant 
les factorisations «étranges». 
2. Nous commençons par déterminer la fonction caractéristique 0T(X) d'une 
contraction c.n.u. TÇ93(//) pour laquelle il existe un sous-espace invariant 
pour T, tel que les opérateurs Tx et T2 dans la triangulation correspondante T= 
\Ti * 
0 T 
sont une translation unilatérale et l'adjoint d'une telle translation. 
P r o p o s i t i o n 1. Pour que T admette une triangulation, telle que 7\ est une 
translation unilatérale et T2 est l'adjoint d'une translation unilatérale, il faut et il 
suffit que la fonction caractéristique ©X(A) soit constante. 
La condition est nécessaire. En effet, soit 0T(X) = 02(X) la factorisation 
régulière correspondant au sous-espace invariant les parties pures des fonctions 
facteurs {Î)T, g , @i(A)} et {g, X)T,, @2(A)} coïncident alors avec les fonctions 
caractéristiques de 7\ et T2 selon le cas. Comme 7\ est une translation unilatérale, 
sa fonction caractéristique est {{0}, D r*, 0}, et T2 étant l'adjoint d'une translation 
unilatérale sa fonction caractéristique est {Dr„> {0}. 0}. En tenant compte de [4], 
th. 2, on déduit que @r(Â) est constante. 
Reçu le 19. septembre 1975. 
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La condition est suffisante. Pour démontrer cette affirmation notons que si 
une fonction analytique contractive {(£, (èx, <9 (A)} est constante, alors la fonction 
A (e") = [1-0* (eu)6 (e")]1/2 est aussi constante, d'où J ï ï ( ¥ ) = L 2 ( M ) . En désignant 
par P la projection orthogonale de L2(J(£) sur H2{A&) notons que pour tout t>€ 
£L2(Â(£) on a PAv=APv. Pour u®v£9) on a 
(*) 9*u+PAv = 0. 
En effet, vu que u®v£§>, on a 0*u+Av±H2(<&) mais 0*u£H2((£) parce que 0 
est constante, d'où (* ) . Nous décomposons les éléments u®v€%> sous la forme 
u@v = (u © Pv) + (0 ffi (/—P) u). 
Il est évident que MffiPt;£§, 0© (I-P)v£§> et aussi 
(m ffi Pv, 0 © ( /—P) u) = 0. 
Donc l'espace § se décompose en somme orthogonale § = S i © § 2 
= {u@v; u®v£R+, 0*u + Av - 0}, 
§ 2 = {0©w;0©i;6S} = {0®V,V£L2(№),V±H2(№)}. 
Il est manifeste que l'espace ^ est invariant à T et la restriction Tx = T\est une 
isométrie ; de plus cette isométrie est une translation unilatérale parce que f) — {0}. 
n = 0 
Pour montrer que la compression T2 de Ta. § 2 = § 9 S i est l'adjointe d'une 
translation unilatérale, il suffit de vérifier que T* |§ 2 est une telle translation, ce qui 
est évident en tenant compte, des expressions de § 2 et de T*. 
R e m a r q u e . Si la fonction caractéristique d'une contraction T est constante, 
on a 0 T ( Â ) = - T | X ) r . 
3. Soit {(£, , 0 (A)} une fonction analytique contractive. On dit que la factor-
isation 0 (A) = 02(A)01(A) est étrange si elle n'est pas régulière, mais il existe néan-
moins un sous-espace fermé invariant pour T, tel que les parties pures de 
0i(A) et ©2(A) coïncident avec les fonctions caractéristiques de la restriction 7\ de 
T k et de la compression T'A de T à § 2 = § © | ) I , selon le cas. Dans [ 1 ] , C . FOIAÇ 
montre que la fonction analytique contractive pure {(£, (S, —1¡2I}, où (£ est de di-
mension infinie, admet des factorisations étranges, an remarquant que l'opérateur 
T correspondant contient une translation unilatérale de multiplicité infinie et aussi 
l'adjoint d 'un tel opérateur. Nous allons démontrer la suivante 
P r o p o s i t i o n 2. Soit Te © (§) une contraction c.n.u. telle que dim T*X)T*=°°. 
La fonction analytique contractive pure {DT, Dr*, — T} admet alors des factorisations 
étranges. 
D é m o n s t r a t i o n . 1 ) Envisageons les fonctions analytiques contractives (cons-
') Cette démonstration est inspirée de celle de [1], prop. 1. 
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tantes) {T)T, î ) r * © £ r © D r , 0i(A)}et 
{î> r*ffiî> rffiî>T , D r *, 0 2 (A)} 
° Ù 1 1 
G1h = T*h@j=.DTh@j=Dth et 0 2 (e@f@g) = -e. 
i 
Il est évident que — T=020l donc il nous reste seulement à vérifier que cette facto-
risation est étrange. Pour cela notons que la partie pure de la fonction {DT, ® r *© 
© D r © ® r , 0 J est 
{ { 0 } , { E © / F F I G ; E € 3 W , * € ® R , ^2T*e + DTf+DTg = 0 } , 0 } 
et, de même, la partie pure de { î ) T »ff i î ) r ©î) T , £ T *, 0 2 } est 
La fonction analytique contractive {D r , Î>T., — T} étant constante, il existe d'après-
la proposition 1 un sous-espace tel que la restriction Tx de T à soit une trans-
lation unilatérale et la compression T2 de T à § 2 = § © Ô i soit l 'adjoint d'une telle 
translation. Il est facile de vérifier que le sous-espace ambulant de 7\ es t£ = {e®/©5ï+, 
e£§>T*,f£Ç)T, T*e-DTf}. En comparant le sous-espace {e@f®g\ flT*e+DTf+ 
+ DTg=0) avec le sous-espace £ et en tenant compte de ce que dim T* T) r*= °° 
on trouve que la partie pure de la fonction {T>T, î> r»©T) r©X) r , ©,} coïncide avec 
la fonction caractéristique de Tx. Vu que 9)T—T* D r *©ker T il résulte que dim § r = ° ° 
donc la partie pure de la fonction {® r »©D T ©D T , T)r», 0 2 } coïncide avec la fonction 
caractéristique de T2. Pour montrer que la factorisation en question est étrange il' 
ne nous reste qu'à montrer que l'égalité 
= ¿ 2 ( 3 V © D r © © r ) © AiX>T 
n'est pas vraie. Pour cela notons que 
A 2 e 1 T > r @ A 1 T > T = {0©<?©<?;é?€î> r}©{0} 
et 
^ 2 ( î > r * © ® r © î > r ) © ^ i ® T = { { 0 } f f i ® r f f i ® r } © { 0 } , 
d'où notre affirmation. 
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